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Optimisation des poids des réseaux de neurones

Figure 1: Visualisation d'une fonction de perte (VGG-56 sur CIFAR-10)
Crédit image: https://www.cs.umd.edu/ tomg/projects/landscapes/

Li et al., Visualizing the Loss Landscape of Neural Nets, NeurlPS 2018
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Position du probleme

Probléeme

min F(x) := E(f(x,£)) w.rt. xecRY

X

Hypotheses

> f(.,¢): fonction non convexe, différentiable

» (&, :n > 1): copies iid d'une v.a. & révélée en ligne
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Solution ?

Descente de Gradient Stochastique (SGD)

Xn+1 = Xn — Vn Vf(Xn, fn—&-l)

» Limitations

» choix du pas
» pas commun 3 toutes les coordonnées du gradient
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Algorithmes Adaptatifs

SGD standard

Xn+1,i = Xn,i — Vn Vf(X,,, €n+1)i

,n>1

S

Yo =7 OU Ypi=

Algorithmes Adaptatifs
Xn+1,i = Xn,i — Vn,i 8n,i

Yni = W(VF(xp,&pt1)i, p < N)
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Algorithme ADAM

[Kingma and Ba, 2015]

Algorithm 1 ADAM (v, «, 5,¢)
1. xg€RY  my=0,v=0 v>0,e>0, (o, 3) €[0,1)2.
2. for n>1do
33 mp=amu_1+ (1 —a)Vf(xp—1,&n)
Vn = ﬂvnfl + (1 - 5)Vf(xnfla£n)2
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Hypotheéses et régime asymptotique

> Régime : pas constant v > 0.

Hypotheses sur f

» hypothéses de régularité sur f.
> F:x— E(f(x,&)) coercive.
> S x> E(VF(x,€)?) t.g. Vx € RY, S(x) > 0.

Conséquence : VF~1({0}) # 0.

> Hypotheses sur les hyperparamétres: compatibles avec la
pratique.
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Du Temps Discret au Temps Continu

Temps Continu : Analyse du Systeme Dynamique

Temps Discret : Convergence d’ADAM
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Du Temps Discret au Temps Continu



La méthode de 'EDO

[Ljung, 1977, Kushner and Yin, 2003]

z7(t) interpole 2} = (z), m), v])

n’ n
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Passage au Temps Continu

z) =2z {+vH,(n,z] 1,&n),
Pour tout v > 0, pour tout z,

hy(n, z) := E(Hy(n,z)_1,&n)|Fn-1)
A= fiv(nvZZ—lvgn)‘_'hw(n’Z:—l)

Décomposition champ moyen + bruit martingale
Fory >0, z)=2z ;++hy(n,z) ;)+~AY,

7’7_1:/,7(,72 )+A7

»“n—1
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Temps Continu : Analyse du Systeme Dynamique



Systeme a Temps Continu
approche similaire a [Su et al., 2016]

EDO non autonome

Si z(t) = (x(t), m(t), v(t)),
z(t) = h(t, z(t)) (EDO)

ou pour tout t > 0, tout z = (x, m, v) :

(1—e %) 1m
ety/(1—e bt) -1y
h(t.2) = | a(VF(x) - m)
b(S(x) —v)

Théoreme

Existence, unicité et bornitude d'une solution globale a I'EDO issue
de (xo,0,0).
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Interprétation mécanique - Heavy Ball with Friction
[Attouch et al., 2000, Cabot et al., 2009, Gadat et al., 2018]

_ -

8

20 2(0)

» Force gravitationnelle (potentiel F).
» Force de frottement visqueux: —Ax(t) (amortissement).
» Réaction du support ¥ = Graph(F).

X(t) +yx(t) + VF(x(t)) =0
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ADAM vu comme Heavy Ball with Friction (HBF)

HBF " généralisé”
ci(t) X(t) + co(t) x(t) + VF(x(t)) =0,

> HBF généralisé :
» Masse de la particle dépendante du temps.
» Viscosité dépendante du temps.

> Intérét de HBF :

» 2nd ordre vs ler ordre: accélération (méme si oscillations).
» Capacité a s'échapper des points selle.
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Convergence vers les points stationnaires

Théoreme (Convergence)

Jim_ d(x(t), VF1({0})) = 0.

Argument clé : une fonction de Lyapunov pour 'EDO
» Définition :
L
V(ta Z) = F(X) + 2 ||rn”U(t,v)*1 :

P Interprétation : énergie mécanique du systeme dynamique
» Lemme : t+— V/(t, z(t)) est décroissante sur (0, +00).
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Temps Discret : Convergence d’ADAM



Convergence faible du processus interpolé vers la
solution de 'EDO

Techniques [Benaim and Schreiber, 2000]

Hypothése de moment - Contréle du bruit

Pour tout compact K C RY, il existe rx > 0 tel que

sugE(IIVf(X,ﬁ)Il””‘) < oo,
IS

Théoreme
Sous les hypothéses précédentes et I’hypothése de moment,

VT >0, V6 >0, limP|{ sup |z7(t) —z(t)]| >d] =0.
740 te[0,T]
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Convergence en Temps Long des itérées d’ADAM
Techniques [Fort and Pages, 1999, Bianchi et al., 2019]

» Pas de convergence p.s : régime n — oo puis v — 0

Théoreme (convergence ergodique des itérées d’ADAM)
Soient xp € RY, v >0, (z7 : n € N), zJ = (x0,0,0). Sous les
mémes hypotheéses et :

> Hypothese de stabilité des itérées: sup, E|/z)| < co.
Alors, pour tout § > 0,

lim lim sup - ZIP’ (d(x), VF71({0})) > §) = 0. (1)

n—o00
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Conclusion

Algorithme

|
|
--- Discrétisation - - -

1. Introduction d'une version a temps continu d'ADAM.

» Existence, unicité et bornitude de la solution.
» Convergence vers les points stationnaires de F.

2. Convergence faible du processus interpolé vers la solution de
I'EDO.

3. Convergence en temps long des itérées.
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Merci de votre attention

Pour plus de détails : article soumis, disponible sur arXiv.

AB, P. Bianchi. Convergence and Dynamical Behavior of the
ADAM Algorithm for Non Convex Stochastic Optimization.



Simulations
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Figure 2: Convergence d’ADAM et de la solution de 'EDO vers
I'optimum pour une régression linéaire 2D



Simulations

Figure 3: ADAM: interpolated process and solution to the ODE for a 2D
linear regression.

Régression linéaire 2D
Y =Xx{+(1—X)x3+e€avec (x1,x3) = (3,1).
&= (X,Y)avec X ~ B(p), p€ (0,1).

co-t({( %)) )



Intérét du débiaisage dans ADAM

Avec le débiaisage, F(x(t)) < F(xo) -

o0 Algorithm 2 ADAM (v, a, §,¢)

3025{ - 1 0 €RY,m=0w=0 v>0,¢>

. 0, (a, B) € [0,1)2.

3900 2: for n>1do
375 3 mn = amp_1+(1—a)Vf(xp—1,&n)
S 4: Vo = BVp_1+ (1 = B)VF(xa_1,&n)?
= 3850 . 2 mp
= 51 = 1

3825 6: On = 2

3800 7 Xn = Xp_1 — ﬁrﬁn

37751 —*— non-autonomous ODE solution 8: end for

autonomous ODE solution \
3750

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
t

Solutions de 'EDO ADAM autonome/ non autonome pour un
probléme stochastique quadratique en dimension 100



Revue de la littérature
ADAM: Résultats théoriques

Duchi et al., JMLR Reddi et al., ICLR
AdaGrad Borne de regret

contre-exemple et AMSGrad

2018

2011 I

Kingma & Ba, ICLR Basu et al.,

ADAM Borne de regret version non stochastique,
paramétres spécifiques

Chen et al.
stochastique, AMSGrad et AdaGrad,
difficile & généraliser a Adam



Revue de la littérature
ADAM: résultats théoriques

> O(#) borne sur le regret moyen en non convexe.

> contre-exemple: regret moyen ne tend pas vers 0.
» AMSGRAD: variante d ADAM

» version non bruitée d ADAM (f n’est pas aléatoire):

» norme du gradient petite pour un temps inconnu mais borné.
» valeurs spécifiques des hyperparametres ' ADAM

» Résultat similaire dans le cas stochastique pour une classe
générale d'algorithmes adaptatifs
» résultats énoncés pour AMSGRAD et ADAGRAD
» Généralisation 3 ADAM sujette a des conditions difficiles a
vérifier.
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